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До питання оцінювання ризиків інвестиційних проектів 
з використанням нечітких множин1 

Розглянуто методи оцінювання ризику інвестиційного проекту у випадках, коли 
критерій проекту представлений нечітким числом, функція належності якого має 
вигляд трапеції, кривої Гауса чи подібна дзвону. В аналітико-числовий спосіб з вико-
ристанням пакетів «MatLab®», «Statistica®» и «Математика®» (Wolfram) отримано 
розрахункові формули для оцінювання ризиків інвестиційних проєктів, придатні для 
використання у практиці фінансового менеджменту та в інтелектуальних системах 
підтримки прийняття інвестиційних рішень. 
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К вопросу оценивания рисков инвестиционных проектов 
с использованием нечетких множеств

Кратко проанализированы подходы к оцениванию рисков инвестиционных 
проектов с использованием экономических критериев в виде нечетких величин. Рас-
смотрены случаи, когда критерий проекта представлен нечетким числом, функция 
принадлежности которого имеет вид трапеции, кривой Гаусса и колокола (плоскую 
вершину и несимметричные «крылья»). Аналитико-числовым способом с использо-
ванием пакетов «MatLab®», «Statistica®» и «Математика®» (Wolfram) получены 
расчетные формулы для оценивания рисков инвестиционных проектов, пригодные 
для использова ния в практике финансового менеджмента и в интеллектуальных 
системах поддержки принятия решений.

Ключевые слова: инвестиционный проект, нечеткие множества, нечеткие числа, 
функции принадлежности, риск.
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On the Issue of Risk Assessment of Investment Projects
Using Fuzzy Sets

Approaches to risk assessment of investment projects with the use of economic criteria 
in the form of fuzzy values have been briefl y analyzed.  Cases where the project criterion is 
represented by a fuzzy number with a membership function that has a shape of a trapezoid, 
a Gauss curve and a bell (fl at top and asymmetric “wings”) have been considered. 

The calculation formulae for assessing the risks of investment projects, suitable to 
be used in fi nancial management practices and decision support systems, are obtained 
using analytical-numerical methods in «MatLab®», «Statistica®» and “Mathematics®» 
(Wolfram) applications. 
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Постановка проблеми. Розвиток теорії нечітко-множинного моде лювання 
(НММ) породив методи оцінювання ризиків інвестиційних проектів (ІП) шляхом 
порівняння функцій належності (ФН) нечіткого показника, обраного за критерій 
(наприклад, NPV), з його чітким чи нечітким нормативом. Слабо дослідженим за-
лишається питання використання в них нелінійних ФН дзвоноподібного типу, що 
нагадують статистичні розподіли.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. В сучасних дослідженнях домінує 
підхід до оцінювання ризиків на основі НМ з використанням інтегральних підходів 
за аналогією з принципами геометричної ймовірності [1–5]. Не знайшла практичного 
впровадження думка [6, 7] стосовно оцінювання ступеня невизначеності потрапляння 
прогнозу в заданий інтервал через міру нечіткості результату. Те ж саме стосується 
можливості упорядкування інтервалів відносно певної межі за відстанню до неї [1] 
та прийняття за міру ризику максимальної степені належності для від’ємних значень 
NPV [8]. На теоретичному рівні залишається пропозиція щодо прийняття рішень за 
значеннями Z-чисел [9–11].

За аналогією з імовірнісним підходом деякі автори оцінюють ступінь ризику 
ІП за відношенням площі фігури, що представляє перетин графіків ФН нормативу 
прийнятності ІП (μ(G)) і ФН критерію NPV (μ(NPV)), до площі під графіком функції 
μ(NPV). В разі чіткого нормативу прийнятності ІП (синглтон) розрахункова формула 
має вигляд:

де G – чітке значення нормативного рівня прийнятності ІП; NPV+ – максимальне зна-
чення NPV ІП.

Достатньо популярною є запропонована свого часу компанією “Воронов і Мак-
симов” і розвинена А. О. Недосекіним методика (V&M-показник©), за якою ступінь 
ризику ІП, тобто можливість виникнення ситуації, коли інтервал [NPV] на будь-якому 
α-рівні буде меншим за норматив G, визначається як [4, 5, 12–14]:

де φ(α) – відношення частини інтервалу, що “відсікається” нормативом G від лівої межі 
α-інтервалу, до його повної довжини. 

Для ФН NPV у формі трикутника (т. зв. t-функція, див. огляд [15]): 

 (1)

 (2)
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Беручи до уваги, що величину φ(αі) для кожного α-перерізу визначає формула (2), 
вираз для ризику ІП, ФН якого представлена трикутним нечітким числом (НЧ), об-
числюється за формулою:

тут NPV −, NPV+, NPVav − відповідно абсциси лівої та правої границь основи трикут-
ника та його вершини (т. зв. значимі точки).

В роботі [16] цей підхід було поширено на різні варіанти нечітких нормативів. 
На жаль, автори обмежились випадком трикутних НЧ, звідки неможливо зробити 
висновок щодо меж застосування показника V&M. 

Автор [17] дійшов висновку, що для отримання порівнюваних результатів з ви-
користанням показника V&M його слід модифікувати шляхом зважування: 

де 

та нормування на величину площі під ФН.
Деякі автори віддають перевагу інтервально-ймовірнісному підходу, в якому 

нечіткі параметри порівнюються з використанням принципу Гурвіца, що враховує 
відношення до ризику особи, яка приймає рішення (див., напр., [12]). Варіантів – 
багато, і єдиної узгодженої думки з питання обрахунку ризику ІП поки що не існує. 

Мета дослідження. Зважаючи на вищесказане автор поставив за мету дослідити 
можливість поширення V&M-підходу на випадки оцінювання ризиків ІП з викорис-
танням ФН типу трапеції, функції Гауса та узагальненого дзвону. 

Результати дослідження. У випадку ФН, що має форму трапеції, варіанти оці-
нювання ризику ІП з використанням в якості критерію показника NPV схематично 
показані на рис. 1:

 (3)

 (4)

 (5)
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 Рис. 1. Варіанти співвідношень та побудова області неефективності 
інвестицій для випадку, коли ФН μ(NPV) має форму трапеції, 

а норматив представлений чітким числом (G)
Відповідні аналітичні вирази для цих варіантів мають вигляд:

де  [NPV+, NPV–] – носій НЧ критерію NPV;
NPV2av , NPV1av– ядро НЧ критерію NPV, довжина якого дорівнює UB;
UB =NPV2av – NPV1av .
У загальному випадку параметр αG записується як:

З урахуванням (7) інтеграл у другому рядку формули (6) дорівнює:

 ,      (6)

,  (8)

 (7).
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де C1 = G – NPVmin ; C2 = NPV1av – NPVmin ; C3 = NPVmax – NPVmin ; 

C4 = UB – (NPVmax – NPVmin).        
А у третьому рядку (6):

де С5 = NPV+ – G; C6 = NPV+ – NPV2av..

Розглянемо наступний варіант: апроксимацію ФН критерію NPV кривою Гау-
са (рис. 2):

Рис. 2. Варіанти співвідношень та побудова області неефективності інвестицій 
для варіанту μ(NPV) у формі кривої Гауса

де NPVav – абсциса максимального значення ФН, що дорівнює 1;
σ2 

NPV  – квадрат перерізу, що відповідає α = 0.5.

Запишемо (11) у вигляді:

�ln α = C1[NPV(α) – C2]
2/C3,  де  C1=0,5; C2 = NPVav; C3 = σ2

NPV   або

Очевидно

 (9)

,      (11)

 (12)

 (13)і

 (10)
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Тоді, якщо норматив перетинає ФН до її вершини,

Зробивши у (14) заміни:

отримаємо:

Для розрахунку інтегралу (16) використаємо чисельний спосіб для області мож-
ливих значень t з подальшою апроксимацією результатів спеціально підібраною фор-
мулою. Перша задача була розв’язана у середовищі MatLab, а друга – за допомогою 
процедури нелінійної апроксимації у ППП Statisticа. Для αG = [0,01; 1,0], тобто для 
t = [2,623; 0], з використанням інтегрування методом трапецій отримаємо:

   Скориставшись (17), в результаті маємо:

де величина αG визначається з (11):

У випадку перетину нормативом G правої гілки ФН ризик проєкту можна записати 
як одиниця мінус антиризик:

 Сума ризику та антиризику завжди дорівнює одиниці. Тому значення ризику 
для випадку G > NPVav можна знаходити, користуючись як формулою (18), так і (20).

 (14)

 (15)

 (16)

 (17)

 (19)

 (20)

,  (18)
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На думку автора, найважливішим варіантом наближення ФН критеріального 
показника ІП, що вимагає розгляду, є т. зв. “дзвоноподібна” функція, у якої права 
і ліва гілки не є симетричними та/або вершина – плоска. Про популярність такої 
“конструкції” свідчить включення до пакету Fuzzy Logic Toolbox (MatLab) функцій 
gbellmf (x,a,b,c) = 1 /(1 + |(x – c)/ a| 2b ), а також “узагальнений дзвін”: dsigmf (x, (a1, 
c1, а2, с2]), що представляє різницю двох сигмоїд: sigmf(x,[a1,b1]) - sigmf(x,[a2,b2]) = 
{1+exp[ - a1( x - b1)]}

-1 - {1+exp[ - a2( x - b2)]}
-1.

Якщо ФН не є симетричною, то у знаменнику (14) замість 2(С3/С1)^(1/2) стоятиме 
((С5+C3)/C1)^(1/2), де С3 і С5 – σ2 відповідно ліва та права гілки “дзвону”. Додавання ж 
плоскої вершини приводить до значної модифікації виразів (11), (18) і (20). В цьому 
випадку:

де C1=0,5; C2 = NPV1av ; C3 = ;  C4 = NPV2av; C5 = .                   

 Рис. 3. Варіанти співвідношень та побудова області неефективності 
інвестицій для μ(NPV) типу узагальненого дзвону

За аналогією з (12):

де UB = (NPV2av – NPV1av) – ядро ФН.

Вираз для ризику має вигляд:

(21)

(22)

,           (23)
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Спростивши інтеграли у (24) підстановками (15), отримуємо:

де С10 = С7/С8.

Для знаходження інтегралів у (25) було використано вираз (17), а також рішення 
програми “Математика” на сайті WolframAlpha:

 (24)

.        (25)

 (26)
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З урахуванням (26) отримано:

Як показали чисельні розрахунки, результати оцінювання ризиків з використанням 
у формулі (2) нелінійних ФН типу (11) і (21) виходять за межі діапазону [0; 1] і тому 
лише після нормалізації за формулою 

Risknorm= (Risk – RiskNPV –) / (RiskNPV + – RiskNPV –),               (28)

де RiskNPV – і RiskNPV + – мінімальне і максимальне значення ризику в ряду визна-
чених за (11) чи (21) його значень;
можуть бути використані для порівняння ризиків ІП з нечіткими критеріями, пред-
ставленими ФН різних типів.

На рис. 4 наведено графіки залежностей оцінок ризиків ІП для різних моделей 
ФН NPV проекту, побудованих на однакових вихідних даних. Можна бачити, що пе-
рехід від менш точної кусково-лінійної апроксимації ФН до більш точної – нелінійної 
апроксимації збільшує оцінки ризику в межах першої третини шкали.

Рис. 4. Оцінки ризиків ІП в залежності від значення чіткого нормативу 
для різних типів ФН нечіткого критерію NPV

Висновки

В аналітико-числовий спосіб отримано математичні вирази для оцінювання 
ризику інвестиційного проекту шляхом порівняння заданого чіткого значення NPV 
з його нечіткою оцінкою, ФН якої має форму трапеції, кривої Гауса та узагальненого 
дзвону.

(27)
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Показано, що використання нелінійних ФН в складі V&M-показника вимагає 
його нормування на одиницю.

Знайдені співвідношення можуть бути використані у базі правил системи під-
тримки прийняття рішень щодо реалізації інвестиційних проєктів у сфері стратегічних 
інновацій. 
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